Voornaam ……………………… achternaam ……………………………………… klas …………

Exponentiële formules: daar zit muziek in!
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1. Teken op je roosterpapier de figuur hiernaast. De figuur is als volgt opgebouwd: je begint met een verticaal lijntje van één roosterhokje hoog. Een roosterhokje naar rechts, zet je een verticaal lijntje dat twee keer zo hoog is. Een hokje verder een lijntje dat vier keer zo hoog is. Enzovoort. 

2. Aan welk muziekinstrument doet je deze figuur denken? … Harp, citer, panfluit, xylofoon, piano, vleugel, etc.
3. Hoeveel roosterhokjes hoog is de laatste lijn hiernaast? … 32.
4. Schrijf de uitkomst van de vorige vraag zo lang mogelijk uit. 2 x 2 x … 2 x 2 x 2.
5. Schrijf het antwoord van de vorige vraag als een macht van 2. … 25
6. Het grondtal van deze macht is … 2.
7. De exponent van 25 is … 5.
8. Daarom is de naam van deze lesbrief: … Exponentiële formules.
9. Als x-waarde staat een 5 onder de laatste (de zesde!) lijn. Waarom moet er geen 6 onder de zesde lijn staan? Dit ga je als volgt bedenken. Schrijf 2 als een macht met grondtal 2. … 21.
10. Schrijf 1 als een macht van 2. … 20.
11. Vind je de laatste twee antwoorden raar, bedenk dan het volgende. 
Bereken 23 : 22 = 21 = … 2
12. Dus bij delen van machten, neem je van de exponenten het … verschil.
13. 23 : 23 = 20 = … 1
14. De zes lijnen zijn dus genummerd van 0 t/m 5 en de y-as zit dus gewoon bij x = … 0.
15. De formule bij deze grafiek is y = 2…x
16. Bereken de waarde van y voor x=4. Schrijf languit hoe je het doet. 
y = 2 x 2 x 2 x 2 = …  16.
17. Dat kun je met de rekenmachine zo invoeren, maar er is een aparte knop voor de exponenten: [image: image10.png]2 3 45
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. Bereken 24 met de rekenmachine. 2^4 = … 16.
Hoe gaat de grafiek naar links verder?
18. Naar links worden de x-waarden steeds meer … negatief.
19. en de y-waarden langzamerhand vrijwel … nul.
20. Bij x = -1 is y = 2-1 = ½ 
21. Vind je deze uitkomst vreemd? Bedenk 22 : 23 = 2…-1
22. En bedenk 22 : 23 = 4 : 8 = ½ 
23. Een negatieve exponent betekent dus dat je de omgekeerde waarde (de reciproke waarde) moet berekenen. Wat is 8-1? … ⅛. 
24. Bij x = -2 is y = 2-2 = ¼ 
25. Bij x = -3 is y = 2-3 = ⅛  
26. Bereken met de rekenmachine de y-waarde bij x = -4. y = 2-4  = 2 ^ -4 = (gebruik de knop [image: image2.png]


) … 1/16 = 0,0625.
27. Gaande met één naar rechts verdubbelt de hoogte. Gaande met één naar links wordt de hoogte … gehalveerd.
28. De groeifactor is dus … 2. 

29. De algemene aanduiding voor de groeifactor is g. De algemene exponentiële formule is dus gx. Als de lijnen niet telkens 2 keer zo groot werden, maar 3 keer zo groot wat was dan de formule geweest? … 3x.
En krimpen?
30. Kan een grafiek naar rechts gaande ook krimpen? … Ja, zie de figuur hiernaast.
31. Gaande naar rechts wordt de y-waarde niet verdubbeld, maar  … gehalveerd.
32. De groeifactor kan dus nu nooit 2 zijn, maar de groeifactor is hier … ½ .
33. In het normale Nederlands zou je dit misschien een krimpfactor noemen, maar dat doen we in de wiskunde … niet.
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34. De formule bij deze grafiek zal dus zijn … (½ )x.
35. Dan zou de y-waarde bij x = 0 zijn … 1.
36. Maar die is 32. En de y-waarde bij x = 1 zou zijn … ½. 
37. Maar die is 16. En de y-waarde bij x = 2 zou zijn … ¼. 
38. Maar die is 8. En de y-waarde bij x = 3 zou zijn …⅛ .
39. Maar die is 4. Kortom alle y-waarden zijn een factor te klein. Hoeveel keer te klein zijn alle y-waarden? … 32 keer.
40. Dat komt doordat in het begin de grafiek niet de y-waarde 1 heeft, zoals in de bovenste grafiek, maar de y-waarde … 32.
41. Dit noem je de beginwaarde.  Deze beginwaarde  kort je af met de letter … b.
42. De formule wordt nu 32∙gx. Deze beginwaarde zorgt er voor dat alle y-waarden 32 keer zo groot worden. In woorden wordt de algemene formule voor exponentiële functies beginwaarde × (groeifactor)exponent. Schrijf deze formule afgekort met letters op. … b∙gx.
43. Bereken met deze formule de y-waarde bij x = 3. Geef aan welke knoppen je gebruikt. y = 32 x (½)3 = 32 x (½) ^ 3  =  4. 
44. Controleer deze uitkomst met de grafiek. … Bij x = 3 is de hoogte inderdaad 4.
45. Vaak slaat de  formule op een groei in de tijd. Bijvoorbeeld per uur of per dag of per jaar. In de formule wordt daarom de x vervangen door een t. De formule wordt dan …b∙gt. 

38. Verbind de toppen van de lijnen met elkaar met een vloeiende lijn. De lijn die je zo krijgt is duidelijk krom. Dat is een kenmerk van grafieken die bij een exponentiële formule horen. Bewijs met tweemaal twee getallen dat de grafiek niet steeds even snel stijgt en dat de grafiek dus niet lineair (recht) is. 32 - 16 = 16  maar 8 - ...4 = 4  Dus de stijging / daling in de grafiek is niet constant.
39. Wat is er dan wel constant in een exponentiële grafiek? Bewijs dat met dezelfde paren getallen als net. …32 : 16 = 2  en ook  8 : 4 = 2.  Dus de groeifactor is wel constant.
40. Tussen twee hele waarden van x zal dan de grafiek ook krom zijn of zal hij daar recht zijn? Leg uit. ... Krom. Je had immers een vloeiende kromme getrokken; geen hakkellijn.
Muziek

41. Probeer een toon op te wekken door op een reageerbuis te blazen. Fluit op de reageerbuis als volgt. Zet het boveneinde van de reageerbuis tegen de onderkant van je onderlip en duw de reageerbuis tegen je kin. Blaas over de buis, zo dat je een toon hoort.

42. Vul de reageerbuis nu voor de helft met water en fluit er weer op. Is de toon hoger of lager? … Hoger.
43. Als de trilruimte (dus ook snaren) tweemaal zo klein wordt, wordt de toon een octaaf hoger. Een mannenstem en een vrouwenstem, schelen ook een octaaf. Neem nog een lege buis. Fluit op de lege buis. Laat een mannenstem de toon overnemen. Laat een vrouwenstem de toon overnemen en fluit op de half lege buis. Komen de tonen overeen? … Ja. 

44. Doe dit alles tegelijk. Klinkt het vals? Zijn er zwevingen te horen? … Als het goed is niet.
45. Een octaaf leer je (ook) zingen als do re mi fa sol la ti do. De afstand tussen de beide do’s is een octaaf. Bij elkaar dus acht noten. Octaaf betekent iets met acht. (Oktober is de achtste maand volgens de Romeinen. Die begonnen in maart te tellen. Daarom werd er aan februari met een schrikkeljaar een dag extra aangeplakt. Octopus is een dier met acht poten. Octaan zit in benzine en heeft moleculen met acht koolstofatomen.) Octaëder is een regelmatig lichaam met acht gelijkzijdige driehoeken.

Hoe zit het binnen een octaaf? Gebroken exponenten

46. Binnen een octaaf zit je tussen twee hele waarden van x. Bijvoorbeeld x =  1/8 en 2/8 (= ¼) en 3/8 en 4/8 (= ½) en 5/8 en 6/8 (= ¾) en 7/8 . De bijbehorende y-waarden (bijvoorbeeld voor de bovenste grafiek met b=1 en g = 2) zijn dan (y =  1∙gx invullen) (1∙)2⅛ en 2¼ en 2⅜ en 2½ en 2⅝ en ... 2¾ en 2⅞.
47. Wat stelt dat allemaal voor. Bijvoorbeeld 2½ wat is dat? Voer  2 ^(1/2) in. Uitkomst ... 1,4142 

48. Nu weet je nog niet wat 21/2 moet voorstellen. Eens even denken. Wat is 21/2 x 21/2? Dat is nog lastig. Eerst deze: wat is 23 x 22? Dat is 25. Waarom? 
(2 x 2 x 2) x (2 x 2) = 2 x 2 x 2 x 2 ... x 2 = 25.
49. De vorige regel kun je  met woorden algemeen zeggen (generaliseren) Bij het vermenigvuldigen van machten kun je de exponenten ... optellen.
50. Nu kun je uitrekenen 21/2 x 21/2 = 21 = ...2.
51. Controleer dit met je rekenmachine. 1,4142 x 1,4142 = 2. Klopt dat? ... Ja.
52. Je kunt 1,4142 x 1,4142  korter schrijven als ... 1,41422.

53. Als x2 = 2. Wat is x dan van 2?  x is  de wortel van 2. Anders geschreven x = √2
54. Dus  21/2 is gewoon niet anders dan ... √2
Andere gebroken machten. Hogere wortels.

55. En wat moet 2¼ voorstellen?  De wortel van de wortel van ... 2.
56. Dan moet het kwadraat van het kwadraat van 2¼ gelijk zijn aan 2.  Voer dat in: 2 ^(1/4) ^2 ^2 = ... 2.
57. Hoe kun je nu 2¼ als een wortel schrijven? Zelf kun je bedenken √√2. Maar in de wiskunde is daar een andere notatieafspraak over. In het wortelteken staat hoe vaak je de exponent moet kleiner maken. Volgens deze afspraak zou je de gewone wortel als  2√ moeten schrijven, maar die blijft gewoon als √ geschreven. √√2 wordt wel volgens afspraak geschreven als ... 4√.
58. Als je echter 4√2 invoert, betekent dat 4 maal √2. Je moet x√ gebruiken. Dit is de inverse ([image: image3.png]
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59. Hoe moet 2¾ dan met wortels geschreven worden? 2¾ = (2¼ )3 Dus met wortels schrijf je 2¾ als  4√23.

Groeifactor per noot
60. De groeifactor per octaaf is 2. Van “do” naar de volgende “do” zijn acht stapjes. Van zo’n stapje naar het volgende stapje heb je ook een groeifactor. Is deze groeifactor per noot even groot als de groeifactor per octaaf? ... Nee, kleiner.
61. Van de ene noot naar de andere noot binnen een octaaf  ga je (zie opgave 46) van de y-waarde 2⅛ via 2¼ en 2⅜ en 2½ en 2⅝ en 2¾ naar 2⅞. Schrijf deze serie y-waarden steeds als 2x/8. Antwoord: 2⅛ via 22/8 en 2⅜ en 24/8 en 2⅝ en ... 26/8 naar 2⅞.
62. Je ziet dat de exponent van deze serie y-waarden steeds ⅛ groter wordt. Je gaat bekijken wat je daar aan hebt. Om van 22/8 naar 2⅜ te gaan, hoe doe je dat? Ja gewoon ⅛ bij de exponent optellen. Maar dat zegt je niets. Een opgave waarin je beter kunt volgen wat er gebeurt is deze. Om van 23 naar 25 te gaan hoe doe je dat? Natuurlijk 2 bij de exponent optellen. Maar dat is te abstract. Je moet bedenken wat er bij de puntjes komt. 23 ... ... = 25. Je kunt dit gelukkig schrijven als 8 ... ... = 32. De puntjes zijn nu duidelijk  ... x 4.
63. Nu weer van 22/8 naar 2⅜ . Dat kan als volgt: 22/8 x 2⅛ = 2⅜.  Van 24/8 naar 2⅝ ga je als volgt: 24/8 ... x 2⅛ = 2⅝ 

64. Om van 2⅛ via 2¼ en 2⅜ en 2½ en 2⅝ en 2¾ naar 2⅞ te gaan, moet je dus steeds vermenigvuldigen met 2⅛. De groeifactor per noot is dus ... 2⅛. 
65. Dit kun je snel controleren. Je gaat in het octaaf dus 8 keer achter elkaar vermenigvuldigen met 2⅛. Schrijf 2⅛ x 2⅛ x 2⅛ x 2⅛ x 2⅛ x 2⅛ x 2⅛ x 2⅛ korter op. (2⅛)... 8 
66. Op (2⅛)8 kun je de regel toepassen dat je de exponenten b en c in (ab)c kunt vermenigvuldigen. Je krijgt dan abc. Dus (2⅛)8 = 21 = ... 2.
67. Voer dat in als 2 ^ (1:8) ^ 8 = ... 2.
68. Dus als je de groeifactor per noot (2⅛) acht keer toepast, schuif je in totaal precies een ... octaaf op!
69. Vul de tabel in:

	2⅛ 
	 1,0905

	22/8
	1,1892

	2⅜
	... 1,2968

	24/8
	1,4142

	2⅝
	1,5422

	26/8
	1,6818

	2⅞
	... 1,834

	28/8
	2


Procentuele toename

70. Je ziet  in de tweede kolom neemt het getal bijna constant toe. Maar niet helemaal constant, want dan zou het getal niet exponentiëel toenemen, maar ... lineair.
71. Procentueel neemt het wel constant toe. Uit 1,0905 volgt dat de toename ten opzichte van 1 hoeveel procent is? ... 9,05%
72. Dan moet de toename van 1,4142 naar 1,5422 ook 9,05% zijn. Reken dit na: (1,5422 - 1,4142) : 1,4142 = ... 0,0905 = 9,05%
73. Dus als je spaargeld op de bank staat en je krijgt een vaste rente van bijvoorbeeld 9,05% stijgt je tegoed  (zie titel van deze lesbrief) ... exponentiëel.
Een panfluit van reageerbuizen maken
74. Je zet acht reageerbuizen naast elkaar in een rekje. De eerste zit half vol water. De tweede komt 9,05% meer water in. De luchtkolom wordt daardoor 9,05% kleiner en de toon gaat daardoor van do naar ... re.
75. Tenminste dat zou logisch zijn. Maar er is een complicatie. Kijk maar eens op de pianotoetsen. Als er nu overal zwarte toetsen, halve noten, zaten, was er niets aan de hand. Maar daar waar geen zwarte toetsen zitten is de afstand tussen de noten sowieso een half! Er is dus iets heel geks aan de hand. 
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76. Dat stamt uit de tijd dat ze nog met vrij eenvoudige breuken de afstanden tussen de noten hadden vastgesteld. Dus niet met een mooie constante groeifactor. Met die constante groeifactor krijg je de zogenaamde gelijkzwevende stemming. Die bestaat nog niet zolang. Google “Das wohltemperierte Klavier” maar eens. De groeifactor tussen alle toetsen, zwart of wit, van zo’n moderne piano zijn allemaal gelijk. Hoeveel stappen zijn er nu? Kijk maar in de tabel op de volgende bladzijde. Wij zingen volautomatisch de fa een halve noot hoger dan de mi. Hetzelfde geldt voor ti en do. Wij hebben dat zo geleerd. In andere culturen vinden ze de twaalftonige toonladder veel mooier. Zoals in India. Hoe dan ook: of we nu een Indiaas klinkende of West-Europees klinkende panfluit willen maken: we moeten naar twaalf stapjes. Je moet dus een nieuwe groeifactor uitrekenen. Maar dat is niet erg moeilijk: je hebt net geoefend met 8. Toen was de groeifactor per noot  2⅛. Oftewel nu is de groeifactor per “halve” noot 21/12 =  (voer in als 2 [image: image6.png]


 (1:12) = ... 1,05946
77. Oftewel 12√2 = (voer in als 12 [image: image7.png]
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 2) =... 1,05946!
78. Het omgekeerde van 1,05946 is 1 : 1,05946 = ... 0,943874
79. Afhankelijk van of je kijkt naar een stijgende toon (kleiner wordende luchtkolom,) of naar een dalende toon (groter wordende luchtkolom) heb je als groeifactor 1,05946 of juist 0,943874 nodig. 
80. Vul de tabel verder in. 
Dan heb je alle gegevens om je panfluit te maken. 

	stap
	zangnoot
	witte toets
	zwarte toets
	b = beginlengte van de luchtkolom
	g =
	stap
	Percentage luchtkolom
	× cm luchtkolom in werke-lijkheid

	0
	do
	c
	
	100%
	0,943874
	0
	100
	

	1
	
	
	cis
	100%
	0,943874
	1
	94,3874
	

	2
	re
	d
	
	100%
	0,943874
	2
	89,089
	

	3
	
	
	dis
	100%
	...0,943874
	3
	84,09
	

	4
	mi
	e
	
	... 100%
	0,943874
	4
	79,37
	

	5
	fa
	f
	
	100%
	0,943874
	5
	74,915
	

	6
	
	
	fis
	100%
	0,943874
	6
	... 70,71
	

	7
	sol
	g
	
	100%
	0,943874
	7
	66,74
	

	8
	
	
	gis
	100%
	0,943874
	8
	... 63
	

	9
	la
	a
	
	100%
	0,943874
	9
	59,46
	

	10
	
	
	ais
	100%
	...0,943874
	10
	56,123
	

	11
	ti
	b
	
	...100%
	0,943874
	11
	... 53
	

	12
	do
	c
	
	100%
	0,943874
	12
	50
	


81. De toename is 5,9046 %. De afname is echter (1- 0,943874) x 100% = 5,6126% Hoe kan dat nu: procenten aftrekken en optellen niet hetzelfde? Je moest toch steeds met een zelfde getal vermenigvuldigen? Omhoog en omlaag in de tabel gaat wel met dezelfde groeifactor (vermenigvuldigen omlaag en delen omhoog) maar niet met hetzelfde percentage omhoog en omlaag. Bijvoorbeeld: Je laat op maandag de prijs van spruitjes met 10% stijgen en op dinsdag de prijs weer 10% laat dalen. Kom je dan weer op hetzelfde uit? Nee, helemaal fout. Waarom? ... Die twee keer 10% werkt niet over een zelfde bedrag.
Raadsels

Als je denkt dat vandaag 3% duurder en morgen 3% goedkoper niet veel uitmaakt, dan ga maar eens de volgende opgaven maken.

82. 3% minder is vermenigvuldigen met 0,97. 3% meer is vermenigvuldigen met 1,03. Doe dat achter elkaar krijg je 0,97 × 1,03 = ... 0,9991 
83. en dat is minder dan 1. Dus je komt niet op hetzelfde terug. Andersom dan? Eerst omhoog en dan omlaag. Dat levert misschien meer dan 1 op ... 1,03 ×  0,97 = 0,9991 . Daar komt dus precies hetzelfde uit!
84. Niet vreemd want a × b = b × a. Een vermenigvuldiging kun je ... omdraaien.
85. Maar dan komt het misschien goed als je doorgaat. Vermenigvuldig maar eens een paar keer om en om met 1,03 en 0,97. Het blijft ... dalen!
86. Het invoeren van twee verschillende getallen is lastig. 1,03 × 0,97 = 0,9991. Dus je kunt net zo goed 0,9991 invoeren. Met de geheugenknop hoef je nog minder te toetsen. Doe maar en een stuk of tien keer. Met wat voor soort (slome) grafiek ben je nu mee bezig? Exponentiële.
87. Zo’n dalende functie gaat onherroepelijk naar … nul. 

88. Voer 0,9991 tot de macht 100 in. En dat weer tot de macht 100 dan houd je niet veel over, namelijk ... 0,0001229.
89. Tot welke macht heb je nu verheven?  ... 100 × 100 = 10000
90. Hoeveel jaar duurt het voor dat het zover is? ... 10000 : 365 = 54,8 jaar.
91. Wiskunde is goed in generaliseren en bewijzen. 1,03 generaliseren we tot 1 + a. Dan wordt 0,97 = 1… -a 
92. 1,03 × 0,97 wordt dan (1+a) × (1 ... - a )
93. (1 + a) ( 1 ( a) is een zogenaamd merkwaardig product. Er komt 1 - a2 uit. Schrijf (1 + a)(1 ( a) zonder haakjes:
	×
	1
	-a

	1
	1
	-a

	+a
	+a
	-a2


(1 + a)(1 ( a) = 1 ( a + a ( a2 = 1 ( a2. De middelste twee uitkomsten (a en -a) vallen tegen elkaar weg, dus houd je 1 ( a2 over. 
94. Dat is de groeifactor voor één keer op en neer. Nu het bewijs dat dit altijd verkeerd gaat: a2 is altijd positief. -a2 is dus altijd negatief. 1 ( a2 is dus altijd kleiner ... dan 1. 
95. Dus g<1. Dus de grafiek zal altijd ... dalen. 

( Wiskunde met de vingers – H. Jorna
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