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Een module voor het vak Wiskunde D VWO,  op een voorzet van Lia van Asselt en gesponsord door bestaand materiaal van het Freudenthal instituut, voor de cTWO gescoord door
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0 Voorkennis: De binomiale verdeling
Bij Kansrekening heb je een stochast met een binomiale verdeling leren kennen. Hoe zat dat ook al weer?

Een toevalsexperiment met slechts twee mogelijke uitkomsten, ‘succes’ en ‘mislukking’ te noemen , heet een Bernoulli-experiment of Alternatief. De stochast X , bij zo’n experiment gedefinieerd als:
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als de uitkomst ‘succes’ is en
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als de uitkomst ‘mislukking’ is, heeft een zogenaamde alternatieve kansverdeling. Deze wordt volledig vastgelegd door de ‘succeskans’, dat is de kans p op de uitkomst ‘succes’. Immers de kans op een ‘mislukking’ is dan 1-p. 

Een binomiaal kansexperiment bestaat uit n onderling onafhankelijke Bernoulli-experimenten met succeskans p.  De stochast Y die het aantal ‘successen’ telt heeft nu een binomiale verdeling met parameters n (het aantal herhalingen) en p (de succeskans). Er geldt:
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image5.wmf]voor 
[image: image6.wmf]0, 1, 2,    .

yn

=×××


De binomiale verdeling en de cumulatieve binomiale verdeling zijn voor parameters naar keuze getabellariseerd in je GR.

V-1
Harm heeft zijn proefwerk niet goed kunnen leren en daardoor moet hij van de twintig gestelde vierkeuze vragen er zes gokken. Het al dan niet goed beantwoorden van zo’n vraag is daarmee een Bernoulli-experiment  geworden met als mogelijke uitkomsten: ‘Succes’: de vraag is goed beantwoord en ‘Mislukking’: het antwoord is fout. De succeskans is hier
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en de kans op een mislukking is dan
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 De stochast X is het aantal goed beantwoorde vragen van deze zes.

a
Ga na dat X een binomiale verdeling heeft en geef de parameters van deze verdeling.

b
Bereken de kans dat Harm eerst vier vragen goed gokt en vervolgens nog twee fout.

c
Hoe groot is de kans dat Harm vier vragen goed gokt?

V-2
Vijftig personen doen een winter mee aan de cursus ‘Theoretische kustnavigatie’. Na afloop van de cursus kan men het examen TKN doen. In het verleden is gebleken dat 30 % van de deelnemers aan de cursus slaagt. De stochast X is het aantal cursisten van die vijftig dat na afloop van de cursus in één keer het diploma TKN verwerft.

a
Ga na dat je mag veronderstellen dat X binomiaal  verdeeld is en geef de parameters van de kansverdeling van X.


b
Bereken
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b
Bereken
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c
Bereken
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d
Bereken
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e
Bereken
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f
Bereken
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Als de stochast X een binomiale verdeling heeft met parameters n en p geldt dat de verwachtingswaarde van X het product is van deze parameters. Dus: 
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V-3
Een spoorwegovergang is per uur enkele keren gesloten. Voor een praktische opdracht verzamelen een paar leerlingen de data die je in de tabel hiernaast aantreft. Anneke schat de kans dat de overweg op een willekeurig tijdstip gesloten is op 0,25.

a
Leg uit hoe Anneke aan deze schatting komt.

b
Kees komt 20 keer per week  op een willekeurig moment over deze overgang.  Hoe vaak moet hij verwachten dat de overgang gesloten blijkt te zijn?

c
Zijn vriendin Anita beweert dat de kans dat hij minstens twee keer per week voor de overweg zal moeten  wachten  meer dan 90 % is.


Onderzoek of zij gelijk kan hebben.
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V-4
Uit de vazen A (inhoud 4 rode en 6 witte knikkers), B (inhoud 40 rode en 60 witte knikkers)  en C (inhoud 400 rode en 600 witte knikkers) worden steekproeven van drie stuks genomen. De ene keer met teruglegging en de andere keer zonder. De stochast X is het aantal rode knikkers in de steekproef bij trekking met teruglegging. In de tweede proefopzet heet het aantal rode knikkers in de steekproef Y.

a
Waarom is Y  niet binomiaal verdeeld?

b
Neem de tabel hiernaast over en vul hem in. Hanteer vier decimalen bij de berekende kansen.

c
Vergelijk de resultaten. Welke conclusie kun je trekken?

Bij een grote populatie veranderen de verhoudingen in die populatie nauwelijks als er een kleine steekproef wordt uitgetrokken (zonder teruglegging uiteraard). In deze situatie blijft de ‘succeskans’ in twee decimalen, dus als percentage, wel ongeveer hetzelfde. Dan kun je trekken zonder teruglegging best opvatten als trekking met teruglegging en je kunt een binomiale verdeling gebruiken voor het aantal ‘successen’ in de steekproef. 

V-5
Een agent beweert dat van alle scooters in Nederland veertig procent is opgevoerd. Neem aan dat hij gelijk heeft. De politie controleert op een dag zes scooters. De stochast X is het aantal opgevoerde scooters onder deze zes. 

a
Eigenlijk is de kansverdeling van  X niet binomiaal. Waarom niet?

b
Van hoeveel scooters in deze steekproef verwacht je dat ze zijn opgevoerd?

c
Maak een tabel met de kansverdeling van het aantal opgevoerde scooters in de steekproef. Geef de kansen afgerond op vier decimalen.

d
Bereken met de resultaten van opdracht c de verwachtingswaarde van het aantal opgevoerde scooters in de steekproef en ga na dat je antwoord klopt met het antwoord op opdracht b.

1 Wachten!

Al onze medewerkers zijn op dit moment in gesprek . . . . .!

Hoe vaak komt het niet voor dat je, als je een of andere helpdesk nodig hebt of een andere dienst om inlichtingen wilt vragen, het betreffende telefoonnummer draait en te horen krijgt: ‘Al onze medewerkers zijn op dit moment in gesprek. Blijft u aan de lijn.’ of: ‘Er zijn nog vijf wachtenden vóór u.’ 

Als je dan blijft wachten kom je vanzelf aan de beurt. Ook als je naar de bibliotheek gaat om een boek te lenen, naar het postkantoor om zegels te kopen of naar de supermarkt om nog vlug even een boodschapje te doen, dan kan het zijn dat je in een wachtrij moet plaatsnemen.

In zo’n ‘bedieningsysteem’ komen de ‘klanten’ niet regelmatig na elkaar, maar op vrij willekeurige tijdstippen binnen en is de ‘bedieningsduur’ per klant ook niet voor iedereen even groot.  

In de ‘Wachttijdtheorie’ (Queueing theory) worden bedieningsystemen met behulp van wiskundige modellen onderzocht of, als de berekeningen te ingewikkeld worden, met behulp van computers nagespeeld, gesimuleerd. Kansrekening speelt daarbij een hoofdrol. De bedoeling is dat er inzicht komt in het voorspellen van het verloop van een proces en dat er beslissingregels kunnen worden opgesteld. (Wanneer moet er een loket of kassa bij worden geopend? Moeten de verkeerslichten worden vervangen door een rotonde?) 

1
Bekijk de situatie van de nummerinformatiedienst  (Nederland 06-8008) waar je telefoonnummers kunt opvragen. Neem ter vereenvoudiging aan dat voor iedere klant de bedieningsduur even lang is, zeg één minuut is de tijd nodig om aan een verzoek te voldoen om een telefoonnummer op te zoeken bij een gegeven naam en adres. Bovendien neem je aan dat één persoon de inlichtingen verstrekt. 


In de tijd dat een klant wordt geholpen komen er
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 nieuwe aanvragers bij (
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) die in een wachtrij worden geplaatst met de automatische mededeling ‘Er is/zijn nog 
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 wachtende(n) vóór u.’ ( Degene die op dat moment wordt bediend wordt dus als ’wachtende’ in het systeem meegeteld!)  


Stel verder dat de kans
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Alweer ter vereenvoudiging neem je aan dat X niet groter kan zijn dan 2, dus dat 
[image: image21.wmf]345

    0.

aaa

===×××=

 Op het moment dat je voor
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getallen invult ligt het model vast. Bekijk bijvoorbeeld:


Geval 1:
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Geval 2:
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Geval 3:
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Leg uit dat in Geval 1 geldt
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en bereken
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in Geval 2 en Geval 3.

b
In welke van de drie gevallen zal de wachtrij het langst worden, denk je? Waarom?

2
Je kunt nu het proces van opdracht 1 simuleren door met behulp van een worp met een dobbelsteen vast te stellen hoeveel nieuwe klanten er in een volgende minuut bij komen, bijvoorbeeld in Geval 1 met de regel:



bij  1, 2 of 3 ogen komen er geen nieuwe klanten bij (
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bij 4 ogen één nieuwe aanvrager (
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bij 5 of 6 ogen twee nieuwe aanvragers (
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Bekijk de tijdstippen 
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, steeds één minuut na elkaar. Noem de aantallen wachtenden op die tijdstippen
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Stel bijvoorbeeld dat
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 hetgeen wil zeggen dat er op het moment dat de waarnemingen beginnen drie klanten in het systeem zijn. In het algemeen geldt dus dat als er één klant in behandeling is en twee aanvragers wachten op contact er drie klanten in het systeem zijn. 
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a
Bekijk het schema hierboven en verklaar het.


Noem het aantal aanvragers in de i-de minuut
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image36.wmf]
b
Verklaar de betrekking:
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c
Waarom klopt de formule uit opdracht b niet als
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d
Verklaar de volgende ‘overgangs’-formules voor de verandering in de 
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3
Nu ga je het proces daadwerkelijk simuleren met een dobbelsteen. In de tabel hiernaast zie je het resultaat van zo’n simulatie. De linker kolom geeft de tijd in minuten. De tweede kolom geeft de aantallen ogen die met de dobbelsteen zijn geworpen; de derde kolom de bijbehorende aantallen nieuwe aanvragers en de vierde kolom het aantal personen in het systeem. De beginsituatie is
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a
Geef de data weer in een stippendiagram.

b
Gooi nog een paar keer met een dobbelsteen en kijk hoe de rij zich verder ontwikkelt.

c
Neem nu het geval 2, dat wil zeggen: 1of 2 ogen
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0 klanten; 3 ogen 
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1 klant; 4, 5 of 6 ogen
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2 klanten. Welk verloop geeft de rij uitkomsten  hierboven? Maak zelf een tabel en een grafiek.

d
Doe hetzelfde als in opdracht c voor geval 3

Met een computer (met je GR kun je ook al mooi simulatiemodellen maken!) kun je sneller en gemakkelijker wachtrijmodellen simuleren. Als de berekeningen te complex worden, wordt er vrij vaak een computersimulatiemodel gemaakt en gebruikt om te zien wat er gebeurt.

In paragraaf 6 krijg je meer te maken met simuleren.

2 Wachten op het eerste succes 

Om bij ‘ Mens erger je niet ’ te mogen beginnen met spelen moet je eerst een zes gooien. Hoeveel worpen heb je daar naar verwachting voor nodig?

4
Je werpt net zolang met een dobbelsteen totdat je een ‘zes’ gooit. Noem je het werpen van een zes ‘succes’ en het werpen van iets anders dan zes ‘mislukking’, dan ben je aan het ‘experimenteren tot het eerste succes’. Immers, je voert net zolang onafhankelijke Bernoulli-experimenten uit tot je een keer de uitkomst ‘succes’ hebt.


Stel het nummer van de eerste worp waarop een zes wordt gegooid is X.
a
Hoe groot is bij het werpen van een dobbelsteen de kans op het werpen van een zes? (hier de succeskans).

b   
Welke waarden kan X aannemen?

c
Bereken
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d
Geef een uitdrukking voor
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De stochast X met waardenbereik
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heeft de geometrische verdeling  met parameter p als 
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waarbij 
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Intermezzo: De meetkundige reeks.


De rij
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 heet een meetkundige rij. 


De som van de eerste n termen van de rij heet
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a
Laat zien dat
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Toon aan dat
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Beredeneer dat als
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6
Ga met behulp van opdracht 5 na dat de som van de kansen bij een geometrische (geometrisch=meetkundig!) verdeling gelijk is aan 1.

7
Stel X heeft een geometrische verdeling met parameter p.

Er geldt
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a
Toon aan dat 
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b
Verwissel sommatie en differentiatie en laat zien dat je vindt:
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Een onder beroepsgokkers voorkomend speelsysteem is het volgende: Je hebt je voorgenomen om a euro te winnen aan de roulette. Je zet bedrag a in op ‘even’ of op‘oneven’. Als je wint ben je klaar. Als je verliest zet je 2a in op hetzelfde dat je de eerste keer hebt gekozen. Dan geldt weer: als je wint ben je klaar, als je verliest zet je 4a in op weer hetzelfde, enzovoorts. Je hoeft nu alleen maar over voldoende werkkapitaal te beschikken om je inzet een aantal malen te kunnen verdubbelen en je wint vast je voorgenomen a euro, want even (of oneven als je dat hebt gekozen) zal beslist een keer uitkomen.


Een roulette heeft vakjes genummerd 
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 Je zet in op even. Als het balletje in het vakje nul eindigt, vervallen alle inzetten aan de bank; als het balletje in één van de vakjes met nummer 
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eindigt dan heb je gewonnen en krijg je je verdubbelde inzet van de bank. Als het balletje in één van de vakjes met nummer
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eindigt ben je je inzet kwijt.

a
Hoe groot schat je de kans op even?

b
Ga na dat je over voldoende werkkapitaal moet beschikken om je inzet een aantal malen te kunnen verdubbelen om je voorgenomen a euro te winnen.

c
Je beschikt over 400 euro en je wenst 25 euro te winnen.  Kan dat lukken?

9
Een slimme handelsreiziger probeert een reusachtige partij pakken koekjes met flinke korting aan een supermarkt te verkopen. De manager van de supermarkt voelt er veel voor om te kopen, maar omdat hij de grote korting enigszins verdacht vindt, wil hij eerst weten of er niet teveel pakken met gebroken koekjes in de partij voorkomen. Hij vindt maximaal 5 % pakken met gebroken koekjes acceptabel.

a
De manager wil een aselecte steekproef  van 100 pakken uit de partij trekken en de nulhypothese dat 5 % van de pakken gebroken koekjes bevat toetsen op grond van de steekproefresultaten.


Neem significantieniveau 15 %.  Bij welke aantallen pakken met gebroken koekjes in de steekproef zal de manager gaan aannemen dat er meer dan 5 % pakken gebroken koekjes bij de partij zijn?

b
De vertegenwoordiger stelt om tijd èn pakken te sparen de volgende toetsprocedure voor: Trek aselect één voor  één pakjes en kijk of ze gebroken koekjes bevatten. Stel Y is het rangnummer van het eerste pak met gebroken koekjes dat je tegenkomt. 


Natuurlijk ga je de nulhypothese verwerpen als Y  ‘te klein’ is, immers als je direct al pakken met gebroken koekjes tegenkomt zullen er wel veel zijn!


Welke kansverdeling heeft Y als het percentage pakken met gebroken koekjes in de partij inderdaad 5 is? (Dus op de rand van de nulhypothese 
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c
Bij welke uitkomsten van Y  zou je, eveneens met significantieniveau 15 %, nu gaan aannemen dat de partij meer dan 5 % pakken met gebroken koekjes bevat?

d
Heeft de handelsreiziger gelijk met zijn bewering dat de door hem voorgestelde procedure tijd spaart en minder vernietigend is?

e
Stel dat in werkelijkheid 10 % van de pakken in de partij gebroken koekjes bevat. Bereken nu voor beide toetsprocedures de kans dat de partij door de supermarkt wordt gekocht. Aan welke toetsprocedure zou jij de voorkeur geven als je de manager van de supermarkt was?

3 De Poissonverdeling

Hoe groot is de kans op een plekje in de parkeergarage van het ziekenhuis? Hoe groot is de kans dat je meer dan 10 minuten moet wachten in de rij voor het loket bij de veerdienst naar Texel?

10
De directie van een klein bedrijfje, waar men elektromotoren, dynamo’s, lastransformatoren en dergelijke reviseert, vraagt zich af of het gebruikte wikkeldraad wel voldoende is geïsoleerd. Je gaat in het volgende een waarschijnlijkheidstheoretisch model opstellen voor het aantal zwakke plekken dat in de isolatie van één meter draad kan optreden.


Definieer X als het aantal zwakke plekken in de isolatie van één meter draad.

a
Wat is het waardenbereik van X?


De totale lengte van de aanwezige wikkeldraad, L,  stel je je heel groot voor; het totaal aantal zwakke plekken in de isolatie van de draad zal dan ook zeer groot zijn. Bovendien neem je aan dat de zwakke plekken in de isolatie onafhankelijk van elkaar voorkomen en dat ze gelijkmatig over L verdeeld zijn


Stel het totaal aantal zwakke plekken in de isolatie is N (N is dus onbekend!)

b
Leg uit dat de kans voor elke zwakke plek om in de isolatie van één meter draad voor te komen gelijk zal zijn aan
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c
Verklaar dat de kans dat er x zwakke plekken in de isolatie van één meter draad  voorkomen gelijk zal zijn aan
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Stel nu dat
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Ga na dat
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als
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Toon nu aan dat als  L en N beide naar oneindig gaan, maar zó dat 
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constant blijft, geldt dat: 
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Een stochast X met waardenbereik 
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heeft de Poissonverdeling met parameter
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 Deze Poissonverdeling wordt vaak gebruikt om vragen als bijvoorbeeld ‘Hoe groot is de kans dat ik de overweg gesloten vindt?’ en ‘Hoe groot is de kans dat de brandweer deze week drie keer moet uitrukken?’ en de vragen bovenaan deze paragraaf te modelleren. 

Er geldt:
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Intermezzo: De reeks
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Bekijk de functie
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Als je de grafiek van de functie f in de buurt van
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wilt benaderen met een lijnstukje ligt het voor de hand daarvoor een stukje raaklijn in
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 te nemen.

a
Ga na dat
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een eerstegraads benadering is voor
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 in de buurt van
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b
De eerstegraads benadering van
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kreeg je door te eisen;
[image: image89.wmf]11

(0)(0)0 en '(0)'(0)1.

gfgf

====

 Voor een (nauwkeuriger) tweedegraads benadering wil je
[image: image90.wmf]2
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()()

gxgxax

=+

met a zó gekozen dat: 
[image: image91.wmf]222

(0)(0), '(0)'(0) en "(0)"(0).

gfgfgf

===

Welke waarde van a vind je? En welke tweedegraads benadering voor
[image: image92.wmf]()

fx

 in de buurt van
[image: image93.wmf]0

x

=

vind je dus?

c
Door nu te nemen
[image: image94.wmf]3

32

()()

gxgxbx

=+

en te eisen dat  
[image: image95.wmf]3333

(0)(0), '(0)'(0), "(0)"(0) en "'(0)"'(0)

gfgfgfgf

====

vind je de beste derdegraads benadering voor
[image: image96.wmf]()

fx

in de buurt van
[image: image97.wmf]0.

x

=



Laat zien dat je vind
[image: image98.wmf]23

3

()1

1!2!3!

xxx

gx

=+++



Het proces uit de voorgaande opdrachten laat zich voortzetten. Je vermoed  wellicht dat 
[image: image99.wmf]23

1    e,

1!2!3!

x

xxx

++++×××=

 althans in de buurt van
[image: image100.wmf]0.

x

=



Je vermoeden is juist. Maar niet alleen in de buurt van
[image: image101.wmf]0,

x

=

zelfs voor alle x.

d
Ga met je Gr  na dat bijvoorbeeld de reeks
[image: image102.wmf]248

1   

1!2!3!

++++×××

convergeert naar
[image: image103.wmf]2

e.


e
Om één en ander nog wat plausibeler te maken: Je weet dat als 
[image: image104.wmf]()e

x

x

j

=

geldt dat
[image: image105.wmf]'.

jj

=

 Toon door termsgewijs te differentiëren aan dat 
[image: image106.wmf]2323

1   1    .
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dxxxxxx
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Toon met behulp van de reeks uit opdracht 11 aan dat als X Poisson verdeeld is met parameter
[image: image107.wmf]a

voor de verwachting van X geldt: 
[image: image108.wmf]E().

X

a

=


In de opdrachten 10, 11 en 12 heb je, als die niet overgeslagen zijn, de Poissonverdeling leren kennen als limiet van binomiale verdelingen (
[image: image109.wmf] en 0,

np

®¥®

maar
[image: image110.wmf]np

a

×=

blijft constant!) en Poisson introduceerde deze kansverdeling in 1837 ook inderdaad als volgt:


Bekijk een zeer groot aantal onafhankelijke Bernoulliexperimenten die alle  dezelfde zeer kleine succeskans
[image: image111.wmf]p

hebben en laat de stochast X het aantal successen voorstellen, dan wordt de kans
[image: image112.wmf]P()

Xx

=

goed benaderd door
[image: image113.wmf]e

!

x

x

a
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-

, als
[image: image114.wmf]0, 1, 2,   

x

=×××

 

Het enige dat je nodig hebt voor dit model is een waarde voor de parameter
[image: image115.wmf].

a
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Voor een Poisson verdeelde stochast, waarvan de parameter van de kansverdeling 
[image: image116.wmf]a

is geldt: 
[image: image117.wmf]E().

X

a

=

Beredeneer dat.

14
Op het IJsselmeer slaat gemiddeld één keer in de vijf jaar de bliksem in op de mast van een zeilschip. 

a
Kies als tijdseenheid een week. Als je het aantal blikseminslagen per jaar opvat als een Poissonstochast, hoe groot zal dan de waarde van de parameter
[image: image118.wmf]a

in de kansverdeling van de stochast zijn?

b
Hoe groot acht je de kans dat je tijdens een zeilvakantie van vier weken op het IJsselmeer een blikseminslag op de mast van je jacht moet doorstaan?
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In een broedreservaat op een van de waddeneilanden blijkt het aantal nesten van strandvogels gemiddeld vier per tien
[image: image119.wmf]2

m

te zijn. Stel dat dit aantal nesten per oppervlakte eenheid een Poissonverdeling heeft. Hoe groot is dan de kans op een stuk strand van een hectare (100
[image: image120.wmf]2

m

) met slechts 25 nesten?

16
Een soortgelijk probleem als in opdracht 14, maar in een ander vlak!


Een bedrijf maakt etalage ruiten. Deze worden gegoten en het aantal luchtbellen per
[image: image121.wmf]2

m

is Poisson verdeeld met parameter 0,002.


Hoe groot is de kans dat een ruit van 5 m bij 3 m hoogstens één luchtbel bevat?
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De parkeergarage van het ziekenhuis bevat ’s morgens tussen 10.00 uur en 11.00 uur gemiddeld:


Op de eerste etage geen open plekjes, op de tweede etage 1 open plekje en op de derde etage 2 open plekjes.


Als ik om 10.20 op het spreekuur van iemand moet zijn, hoe groot denk je dan dat de kans zal zijn dat ik in de parkeergarage terecht kan?

4 Midtoets

MT-1
Op de plaats van een misdrijf zijn bloedsporen gevonden.  Nu zijn er diverse tests om DNA aan bloed te linken en bij de verschillende tests is de kans dat zij de verkeerde uitslag geven voor elke test gelijk aan 0,001. Stel dat een verdachte  vijf tests ondergaat, die onafhankelijk van elkaar werken. Hij is schuldig! 


Bereken de kans dat hij volgens minstens één van deze vijf tests onschuldig wordt bevonden.

MT-2
Overvolboeken. Luchtvaartmaatschappijen hebben de gewoonte om 
[image: image122.wmf]np

+

(
[image: image123.wmf]0

p

>

) passagiers te boeken voor vliegtuigen waarin maar n zitplaatsen zijn. De reden hiervan is, dat de ervaring leert dat slechts 85 % van de geboekte passagiers daadwerkelijk voor de betreffende vlucht komt opdagen.


In een vliegtuigje naar Engeland zijn 10 zitplaatsen, er zijn 11 passagiers geboekt.


Hoe groot is de kans dat er een zitplaats te weinig is?

MT-3
In een fabrieksproces worden transistors geproduceerd en elk uur wordt een steekproef van 
[image: image124.wmf]n

stuks getest. Als er één of meer ondeugdelijke transistors in de steekproef worden gevonden, wordt het productieproces stilgelegd en zorgvuldig gecontroleerd. Hoe groot moet de steekproeflengte
[image: image125.wmf]n

zijn als de leiding wil dat de kans dat het proces wordt bijgesteld minstens 95 % is als er 10 % van de vervaardigde transistors niet deugt? 

MT-4
Een binomiale verdeling kun je vaak goed benaderen met een normale verdeling door de kans op de uitkomst x te vervangen door de kans op het interval
[image: image126.wmf]0,5,0,5

xx

á-+ñ

voor de normaal verdeelde stochast. Voorwaarde is dat de binomiale verdeling niet al te ‘scheef‘ is, maar aardig symmetrisch. Als n groot is, dan mag p echter best wat verder van
[image: image127.wmf]1

2

liggen. 


Je vervangt de binomiale verdeling met parameters
[image: image128.wmf]n

en 
[image: image129.wmf]p

door een normale verdeling met dezelfde verwachting en standaarddeviatie, dus de parameters van de normale verdeling worden
[image: image130.wmf]np

m

=×

en
[image: image131.wmf](1).
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 In modelvorming moet je een binomiale verdeling kunnen vervangen.

a
Ga na dat je een binomiale verdeling met parameters
[image: image132.wmf]10

n

=

en
[image: image133.wmf]1

2

p

=

goed kunt benaderen met een normale verdeling met parameters 
[image: image134.wmf]1

2

102

m

=´=

en
[image: image135.wmf]2
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101,5811.
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b
Een binomiale verdeling met een kleine succeskans en een flinke n laat zich minder goed benaderen met een normale verdeling, maar beter met een Poissonverdeling met parameter
[image: image136.wmf].

np
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 Ga na dat je een binomiale verdeling met parameters 
[image: image137.wmf]10000

n

=

en
[image: image138.wmf]0,0001

p

=

niet zo goed met een normale verdeling kunt benaderen, maar dat  een Poisson verdeling met parameter 
[image: image139.wmf]100000,00011

a

=´=

 het prima doet.

5 De exponentiële verdeling

In deze paragraaf bestudeer je een voorbeeld van een vrij algemene klasse van processen, waarvan veel toepassingen zijn. In dit zogenaamde Poissonproces zijn de tussentijden tussen de aankomsten altijd op dezelfde manier verdeeld, namelijk exponentieel.
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Bekijk nog eens de situatie van de nummerinformatiediens  uit opdracht 1.


Doe nu de volgende aannames:  


De nieuwe aanvragers komen volgens een Poisson-verdeling binnen met een gemiddelde van 
[image: image140.wmf]a

per tijdseenheid; bovendien is het aantal nieuwe aanvragers in elk tijdsinterval onafhankelijk van wat er reeds is gebeurd!


Er komen geen aanvragers tegelijk binnen.


Een stochastisch proces dat aan deze voorwaarden voldoet, heet een Poissonproces. De parameter
[image: image141.wmf]a

heet de intensiteit van het proces.

a
Waarom is het redelijk om te veronderstellen dat er geen aanvragers tegelijk binnen komen?

b
Definieer de stochast T als de tijd die verstrijkt tussen de aankomst van twee opeenvolgende klanten.


De gebeurtenis
[image: image142.wmf]Tt

>

betekent dan dat er in t tijdseenheden geen nieuwe klanten binnenkomen. Dus als
[image: image143.wmf]t

X

het aantal nieuwe klanten in t tijdseenheden voorstelt, dan betekent
[image: image144.wmf]Tt

>

dat
[image: image145.wmf]0.

t

X
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Dus
[image: image146.wmf]P()P(0)e.

t

t
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Ga na dat
[image: image147.wmf]()1.
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c
Waarom moet T een continue verdeling hebben?

d
Stel dat T de kansdichtheid p heeft. 


Leg uit dat uit de resultaten van opdracht b volgt dat
[image: image148.wmf]0
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e
Stel F is een primitieve van p, dus
[image: image149.wmf]'()().

Fxpx

=

Dan is
[image: image150.wmf]0
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Leg nu uit dat 
[image: image151.wmf] voor 0
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De stochast X met waardenbereik
[image: image152.wmf]¡

en kansdichtheid 
[image: image153.wmf] voor 0
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heet exponentieel verdeeld. Deze  kansverdeling heeft evenals de geometrische verdeling de eigenschap van ‘geheugenloosheid’: De aankomst van de volgende klant is onafhankelijk van de aankomst van de vorige. De kansverdeling wordt ook vaak als levensduurverdeling gebruikt en dan betekent deze eigenschap: als het object een zekere leeftijd heeft bereikt, is de kansverdeling van de resterende levensduur dezelfde als die waarmee je bent begonnen. Er is geen ‘slijtage’, het object wordt niet ‘ouder’. Voor de levensduur van bijvoorbeeld elektronica onderdelen is dat geen onrealistische modelveronderstelling.  

Een voorbeeld van deze ‘geheugenloosheid’: Je staat in een metrostation. Gemiddeld komt er elk kwartier een metro die de goede kant opgaat, maar je kent de dienstregeling niet, dus voor jou komt elke metro onafhankelijk van de vorige. Je kunt nu voor jezelf de kans dat je tussen de 5 en 10 minuten moet wachten schatten met:
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Beredeneer dat de functie
[image: image155.wmf] voor 0
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inderdaad aan de voorwaarden van een kansdichtheid voldoet.
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De stochast X is exponentieel verdeeld met parameter
[image: image156.wmf].

a

In deze opdracht ga je de verwachtingswaarde
[image: image157.wmf]E()

X

uitrekenen.

a
Ga na dat per definitie:
[image: image158.wmf]0
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b
Toon aan dat
[image: image159.wmf]()
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een primitieve is van 
[image: image160.wmf](t).

t

fte

a

a

a

-

=


c
Beredeneer dat
[image: image161.wmf]1

E()

X

a

=


d
Verbaast het resultaat van opdracht c je?

De verwachtingswaarde van een stochast met een exponentiële. verdeling met parameter
[image: image162.wmf]a

is
[image: image163.wmf]1

.

a
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Een grote kerstboom in de hal van een ziekenhuis bevat 1000 lampjes. 


De fabrikant geeft aan dat een lampje gemiddeld 10000 branduren heeft. 

a
Vat het stukgaan van de lampjes op als een Poissonproces. Wat is hier de intensiteit?

b
Het is de bedoeling dat de boom vanaf maandag 17 december permanent verlicht is. Hoeveel lampjes zullen naar verwachting tot en met de kerstdagen branden?

22
In een computernetwerk in datzelfde ziekenhuis sturen gemiddeld 3 gebruikers per uur iets naar een gemeenschappelijke printer. Vat dit printen op als een Poisson proces met een intensiteit 3 (de tijdseenheid is natuurlijk 1 uur).

a
Welke is de verdeling van de tijd die verstrijkt tussen twee print opdrachten?

b
Hoe groot is de kans dat er geen gebruikers iets willen printen in een periode van een kwartier?

c
Hoe groot is de kans dat het een half uur tot drie kwartier duurt nadat iemand iets heeft geprint voordat een volgende gebruiker iets wil printen?

6 Oriëntatie op het M/M/1-model
In deze paragraaf leer je een classificatie van wachtrijmodellen en bestudeer je een speciaal geval. 

Om wachttijdmodellen te beschrijven gebruikt men in de litteratuur vaak dezelfde notatie, namelijk a/b/c. Het eerste symbool geeft het aankomstproces weer, het tweede de verdeling van de bedieningstijd, het derde het aantal loketten. Als er een maximum is aan het aantal klanten dat in het systeem wordt toegelaten wordt er nog een vierde getal d aan a/b/c toegevoegd. Je gaat je nu bezighouden met het M/M/1-model. Dat wil zeggen: Het aankomstproces is een Poisson-proces (de eerste M, de beginletter van de naam Markov, een van de grondleggers van de theorie der stochastische processen), de bedieningstijd is exponentieel verdeeld (de tweede M), er is één loket ( de 1) en de wachtkamer is oneindig groot. (Géén vierde parameter!)

23
Het M/M/1 systeem. Zoals gezegd betekent de eerste ‘M’ dat de klanten volgens een Poissonproces binnenkomen: Er zijn oneindig veel klanten en elke klant komt onafhankelijk van de anderen binnen, maar gemiddeld is het aantal klanten 
[image: image164.wmf]l

dat per tijdseenheid binnenkomt constant. De tweede ‘M’ wil zeggen: De bedieningsduren verschillen van klant tot klant en zijn onafhankelijk van elkaar, maar gemiddeld is het aantal klanten
[image: image165.wmf]m

dat per tijdseenheid geholpen kan worden  constant en de behandeltijden zijn exponentieel verdeeld. 


Neem aan dat
[image: image166.wmf].

ml

>


a
Leg uit wat de laatste aanname betekent.

b
In een computernetwerk zijn gewoonlijk op één printer een aantal werkstations aangesloten. De printopdrachten A tot en met E in de tabel hiernaast komen bij de printer aan. Het aankomsttijdstip en de bewerkingstijd van een opdracht zijn ook in de tabel gegeven. De tijd loopt in minuten.


In de figuur hieronder is een deel van de data uit de tabel in beeld gebracht.


Neem deze figuur over en maak hem af.

[image: image167.png]T2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 12 15 @ 15 % 17
— tijd in minuten




c
Kijk naar de figuur die je in opdracht b hebt gemaakt.


Hoelang is B in het systeem? En hoelang moet C wachten voordat hij aan de beurt is?

In opdracht 18 heb je aangenomen dat 
[image: image168.wmf],

lm

<

dus geldt ook
[image: image169.wmf]1.

l

m

<

Het getal
[image: image170.wmf]l

r

m

=

heet de bezettingsgraad van het systeem. Aangetoond kan worden dat als
[image: image171.wmf]1

r

<

er altijd een stationaire toestand ontstaat. 
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Ga achter de computer zitten en ga naar http://staff.feweb.vu.nl/tijms/

Download en installeer het programma MCQueue: educational software for Markov Chains and Queues.

a
Start het programma en druk op de knop [image: image172.png]l‘?l



 . Kies de optie Transient M/M/1, daar vink je aan: ‘Graph of mean queue size’;  je kiest
[image: image173.wmf]0,85;

r

=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image174.wmf]5

i

=

en 
[image: image175.wmf]10.

t

=



Je krijgt de grafiek hiernaast te zien als je nu op ‘run’ drukt:


Wat betekenen de ingevulde keuzes?

b
Waarom start de grafiek bij 4 terwijl er 5 klanten in het systeem zijn?

c
Tien tijdseenheden is niet zo lang. Als je eerst 
[image: image176.wmf]100

t

=

en vervolgens 
[image: image177.wmf]1000

t

=

neemt krijg je de grafieken hieronder:


Je ziet dat de gemiddelde lengte van de wachtrij in de eerste instantie afneemt en vervolgens weer oploopt tot een stabiele toestand. Hoe lang is de wachtrij als deze stationaire toestand is bereikt?

d
Door andere waarden voor
[image: image178.wmf], i en t 

r

in te vullen kun je de bewering in het tekstvak hiervoor, namelijk dat er onder de genoemde voorwaarden altijd een stationaire toestand ontstaat, controleren. Doe dat.


7 Berekeningen in het M/M/1-model

In dit relatief simpele geval zijn een aantal zaken te berekenen.
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Bekijk de stationaire situatie in een M/M/1-systeem. Stel dat de kans dat er n klanten in het systeem zijn gelijk is aan
[image: image179.wmf]P.

n

 (Evenzo zullen de kansen dat er zich


één klant meer of minder in het systeem bevindt
[image: image180.wmf]1

P

n

+

respectievelijk
[image: image181.wmf]1

P

n

-

zijn). De stationaire toestand houdt in dat de kansen
[image: image182.wmf]P

i

niet meer veranderen in de tijd.



Hieronder is het zogenaamde toestandsdiagram geschetst:

[image: image183.png]A A A A A
—
f—
I u u u u




Vanuit toestand 
[image: image184.wmf]1

n

-

bereik je toestand 
[image: image185.wmf]n

naar verwachting 
[image: image186.wmf]l

keer per tijdseenheid, want er arriveren gemiddeld per tijdseenheid
[image: image187.wmf]l

klanten.

a
Leg dit uit.

b
Evenzo bereik je vanuit de toestand 
[image: image188.wmf]1

n

+

de toestand n gemiddeld
[image: image189.wmf]m

keer.


Leg dat eveneens uit.

c

[image: image190.wmf]P0,30

n

=

kun je ook interpreteren als ’In 30 % van de tijd bevind het systeem zich in toestand
[image: image191.wmf].

n

’


Het gemiddelde aantal keren dat toestand n wordt bereikt per tijdseenheid zal nu
[image: image192.wmf]11
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+

zijn en het gemiddelde aantal keren dat toestand n wordt verlaten per tijdseenheid zal 
[image: image193.wmf]PP

nn

lm

+

 zijn. Beredeneer dat.

d
In de stationaire toestand waar je steeds in bezig bent zal het aantal keren dat het systeem in toestand n geraakt even groot zijn als het aantal keren dat het systeem toestand n verlaat.


Welke vergelijking volgt hieruit?

 e
Op dezelfde manier geredeneerd is
[image: image194.wmf]01
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Laat dat zien.
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Vervolg opdracht 25.

a
Toon aan dat uit de vergelijking van opdracht 25e volgt:
[image: image195.wmf]10
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r
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met nog steeds 
[image: image196.wmf]:

l

r
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de bezettingsgraad.

b
Met 
[image: image197.wmf]11
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kun je nu het stelsel zogenaamde evenwichtsvergelijkingen afleiden:



Schrijf de betrekking op voor
[image: image198.wmf]1

n
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en gebruik de gelijkheid uit opdracht 20e. Laat zien dat: 
[image: image199.wmf]10
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[image: image201.wmf]32
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[image: image203.wmf]1
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[image: image204.wmf]  
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Toon met 
[image: image205.wmf]012

P+PP    1
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en het stelsel uit 26 e aan dat 
[image: image206.wmf]0
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b
Je hebt nu gevonden dat
[image: image207.wmf](1.

n

n
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Deze kansverdeling lijkt veel op de geometrische verdeling met parameter
[image: image208.wmf]1

r

-

. Welk verschil is er?

c
Ga na dat je
[image: image209.wmf]E(),

X

als X het aantal klanten in het systeem voorstelt, kunt schrijven  


als:
[image: image210.wmf]0
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d
Verwissel sommatie en differentiatie en bereken 
[image: image211.wmf]E().

X


28a
De lengte van de wachtrij is
[image: image212.wmf]1

X

-

.  (X als in opdracht 23). Waarom?

b
De verwachte lengte van de wachtrij is nu 
[image: image213.wmf]E(1).
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 Om dit te berekenen heb je nodig: 
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Laat zien dat dit gelijk is aan
[image: image215.wmf]21

1

d

(1)?

d

i

i

rrr

r

¥

-

=

×-

å


c
 Verwissel weer sommatie en differentiatie en toon op die manier aan dat 
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f
In opdracht 24a vulde je in
[image: image217.wmf]0,85
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. Klopt je antwoord op opdracht 24c met de theorie?
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Laat de stochast V de totale tijd voorstellen die een klant in het systeem doorbrengt.
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is gelijk aan het gemiddelde aantal klanten in het systeem. 

a
Beredeneer dat.

b
Voor de verwachte totale verblijftijd die een klant in het systeem doorbrengt kun je nu afleiden:
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 Doe dat.
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Laat de stochast W de wachttijd van een klant voorstellen, dan geldt (met X als in opdracht 23):
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a
Beredeneer dat.

b
Toon aan dat 
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Je beschikt nu over een aantal formules voor de stationaire toestand van het M/M/1-systeen. De klanten komen binnen volgens een Poisson-proces met intensiteit
[image: image224.wmf].

l

 De bedieningsduur is exponentieel verdeeld met parameter
[image: image225.wmf]m
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, de bezettingsgraad
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 is kleiner dan 1)en er is slechts één loket. 

De volgende stochasten spelen een rol: X is het aantal klanten in het systeem en 
[image: image228.wmf]1
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 is het aantal klanten in de wachtrij. V is de totale tijd die een klant in het systeem doorbrengt en W is de tijd die de klant in de wachtrij doorbrengt  

Het volgende heb je afgeleid:
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Het gemiddelde aantal klanten in het systeem; 
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De gemiddelde lengte van de wachtrij;
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De gemiddelde verblijfsduur van een klant in het systeem en 


[image: image232.wmf]():

()

EW

l

mml

=

-

De gemiddelde tijd die een klant in de wachtrij door brengt.


Toepassing


Een bedrijf beschikt over één vrachtwagenterminal. Per werkdag van 8 uur komen er gemiddeld 5 vrachtwagens. Er kunnen gemiddeld 6 vrachtwagens in deze tijd worden geladen. Het gaat er om te beslissen of er wellicht een tweede terminal gebouwd moet worden. Dat vergt natuurlijk een investering, maar anderzijds kost een wachtende vrachtauto geld!  


Stel dat de investering 200.000 euro bedraagt en dat een wachtende vrachtauto 200 euro per uur kost. Schat hoe lang het minstens zal duren  voordat de investering eruit is.


Oplossing:


Neem aan dat je hier met het M/M/1-systeem te maken hebt. Aan de voorwaarden is voldaan! Er geldt nu:
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De gemiddelde lengte van de wachtrij is:
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. De gemiddelde wachttijd is 
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dat wil zeggen dat het wachten zo’n 
[image: image238.wmf]4,200,2082001334
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euro per dag kost.


Het duurt dus minstens (ook met de nieuwe terminal er bij zal het wachten niet over zijn!) ongeveer zeven en een halve maand om de investering eruit te krijgen, want
[image: image239.wmf]200000
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en 150 werkdagen is ongeveer 7,5 maanden.

31
Een vestiging van TNT-post in een kantoorboekhandel heeft slechts één loket. Er arriveren gemiddeld 2 klanten per uur en er kunnen gemiddeld 8 klanten in een uur worden geholpen. Je hebt te maken met een M/M/1-systeem!

a
Naar schatting welk deel van zijn tijd heeft de lokettist niets te doen?

b
Je gaat naar dit postkantoor. Hoe lang denk je gemiddeld te moeten wachten? 

8
Modelveronderstellingen toetsen.

In deze paragraaf bekijk je nog een paar opdrachten die je informatie verschaffen voor het geval je bij een po of bij je profiel- werkstuk  wat onderzoek zou willen doen.


Je hebt allerlei formules afgeleid onder de veronderstellingen dat de klanten volgens een Poisson-verdeling binnenkomen en dat de bedieningsduren exponentieel-verdeeld zijn. Stel dat je dit M/M/1-model ergens voor wilt gebruiken. Je verricht tellingen en neemt tijden op.


Op grond van de waargenomen data wil je nu natuurlijk conclusies trekken en aanbevelingen doen! Maar dan moet aan de modelveronderstellingen zijn voldaan.


Hoe controleer je of waarnemingen aan een theoretische kansverdeling voldoen?


Daarvoor bestaat de zogenaamde 2 (chi-kwadraat)aanpassingstoets (Chi is een Griekse hoofdletter).


In deze opdracht ga je kijken  hoe dit werkt.

32
Bij de brug over de Krabbersgatsluis nabij Enkhuizen in de Knardijk van Lelystad naar Enkhuizen zijn tellingen verricht naar de wachttijd van auto’s die tijdens een schutting voor de openstaande brug moeten wachten. De gang van zaken was de volgende: bij schutting van de zuidzijde naar de noordzijde van het IJsselmeer werd eerst een aantal bootjes die onder de brug pasten de kolk ingevaren en onder de brug gesitueerd, daarna mochten de jachten met staande mast invaren en werd de sluiskolk verder gevuld. Na het openen van de sluisdeuren voeren de bootjes zonder mast vast naar buiten, daarna ging de brug op en konden de jachten met mast uitvaren. Van de noordzijde naar de zuidzijde ging het dan vervolgens andersom. De brug werd vaak niet eerst gesloten, de jachten met een mast moesten eerst de sluis invaren. De brug stond dus net zo lang op totdat het gedeelte van de kolk na de brug was gevuld, dan ging de brug omlaag en werd de schutkolk verder opgevuld met lage bootjes. 


Er is natuurlijk geklaagd over de lange wachttijden voor de openstaande brug bij schuttingen en er moest worden onderzocht of er een vaste verbinding over de sluis moest komen.


Bij de schuttingen zijn de volgende aantallen, voor de openstaande brug, wachtende auto’s geteld  Dit ging op de volgende manier: Vanaf dat de brug opging werd er gedurende 10 minuten geteld. Daarna niet meer. De tellingen zijn verricht in de maand augustus.

	aantal
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24
	25

	frequentie
	1
	0
	1
	2
	1
	3
	5
	6
	9
	10
	11
	12
	8
	9
	7
	5
	4
	3
	1
	1
	1



Deze data geven een gemiddelde van ongeveer 16 per 10 minuten. (Dat is hier de tijdseenheid!)

a
Voeg nu aan de tabel een rij toe, waarbij je de verwachte frequenties volgens een Poisson-verdeling met parameter 16 op de aantallen 
[image: image240.wmf]5, 6, 7,   ,25
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erbij zet.


Bijvoorbeeld bij 11 geeft je GR een Poissonkans van ongeveer 0,0500 en je hebt 100 waarnemingen, dus de verwachte frequentie is even groot als de waargenomen frequentie, namelijk  5.

b
Vervolgens bereken je de grootheid 
[image: image241.wmf]2
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Hier:
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Bereken deze
[image: image244.wmf]2
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Onder de nulhypothese (namelijk dat je inderdaad met een Poisson-verdeling met parameter 16 te maken hebt) heeft deze grootheid 
[image: image245.wmf]2
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bij benadering een 
[image: image246.wmf]2
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verdeling met als aantal vrijheidsgraden het aantal termen in de optelling, verminderd met 1; hier dus
[image: image247.wmf]21120.

-=

 Deze kansverdeling, die je nog niet kende, is ook in je GR getabellariseerd.


Omdat grote verschillen tussen de waargenomen frequenties en de theoretische frequenties wijzen op afwijkingen van de kansverdelingen ga je rechtseenzijdig toetsen. Bepaal dus met je GR de overschrijdingskans. Als deze groot genoeg is, bijvoorbeeld groter dan 10 %, (dat wil dan  zeggen dat je toetst met een onbetrouwbaarheid van 10 %) kun je de modelveronderstelling doen. 

c
Bereken de overschrijdingskans.


Mag je veronderstellen dat de data een Poisson-verdeling hebben?

33
Vervolg opdracht 32. Er zijn tegelijkertijd data verzameld met betrekking tot de tijden waarop de brug open stond. Dat varieert omdat de waterstand door de heersende wind enigszins verschilt en omdat de aantallen bootjes die de sluis uit- en in moeten varen ook verschillen. Bovendien zijn  niet alle bootjesschippers even handig en bevaren! 


In de tabel hieronder vind je data betreffende deze perioden, de tijdsintervallen zijn in minuten:

	tijd
	
[image: image248.wmf]010
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[image: image249.wmf]1020
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[image: image250.wmf]2030
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	frequentie
	30
	41
	20
	9


a
Schat de gemiddelde duur van een brug-opening. Gebruik de klassenmiddens.


Hoe groot zou de parameter van de exponentiele verdeling van de openingstijden moeten zijn?

b
Neem de tabel over en voeg een rij met de, onder de nulhypothese, verwachte frequenties toe. De nulhypothese is natuurlijk dat de brugopeningstijden afkomstig zijn uit een exponentiele verdeling met de in opdracht a gevonden parameter. (Bijvoorbeeld voor het interval
[image: image252.wmf]010
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c
Bereken weer de toetsgrootheid
[image: image254.wmf]2
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d
Toets of je de volgende modelveronderstelling, namelijk dat de data afkomstig zijn uit een exponentiele verdeling, mag doen.

34
Je wilt toetsen of een dobbelsteen wel zuiver is. Daartoe heb je 120 keer geworpen met als resultaat de aantallen in de tabel hieronder;

	aantal ogen
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	frequentie
	15
	20
	25
	23
	20
	17


a
Neem als nulhypothese dat de dobbelsteen inderdaad zuiver is en voeg een rij frequenties aan de tabel toe die je zou verwachten bij een zuivere dobbelsteen.

b
Bereken de grootheid
[image: image255.wmf]2

Chi.


c
Toets de nulhypothese dat je inderdaad met een zuivere dobbelsteen te maken hebt.


Opmerking 1


De data in de opdrachten 32 en 33 zijn verzonnen. Niettemin moet een dergelijk onderzoek zijn verricht, want enige jaren geleden heeft men bijna vlak naast de reeds bestaande Krabbersgatsluis een nieuwe sluis in de dijk gelegd. Men heeft daarbij de weg onder de sluis gesitueerd, een naviduct, zodat er geen beweegbare brug meer over de sluis gelegd hoefde te worden. 


Rijkswaterstaat heeft vast niet enige miljoenen uitgegeven zonder dat daar een grondige analyse aan vooraf is gegaan!


Opmerking 2


Je bent er in het voorgaande steeds vanuit gegaan dat klanten in volgorde van binnenkomst worden afgehandeld.


Dat spreekt niet vanzelf. 


Bekijk bijvoorbeeld het geval van de zand- of grindbaggermolen. Aan de rivier bevindt zich vaak een plas aan de zijkant met daarin een zand- en grindwinning. Er ligt gewoonlijk één baggermolen in de plas, alsmede een kluwen wachtende schepen. Afhankelijk van de maat zand of grind  (er zijn maten voor grof of fijn!) in de laag die op dat moment omhoog gebaggerd wordt, vervoegt één van de wachtende schepen, die juist die maat zand of grind moet laden, zich bij de molen en wordt volgestort. Dat betekent dat klanten hier absoluut niet worden geholpen volgens het FIFO-systeem. (FIFO wil zeggen: first in first out!)


Ook bij een schutting in een sluis in bijvoorbeeld de rivier de Maas geldt niet dat wie het eerst komt ook het eerst maalt. De sluismeester deelt de schutting in. Dat wil zeggen dat als er wellicht nog plaats is voor een klein scheepje en als zo’n klein scheepje toevallig net aan komt varen, dan kan dat betekenen dat het nog wel wordt geschut, terwijl een groter schip dat al veel langer voor de sluis ligt op een volgende schutting moet wachten!

9 Eindtoets

ET-1
De inslagen van deeltjes in een Geigerteller als gevolg van een radioactief proces vormen een archetype Poissonproces.


Bij de beoordeling van een radioactief  preparaat worden gemiddeld 4 deeltjes per milliseconde geregistreerd.

a
Bereken het gemiddelde aantal deeltjes dat per seconde zal worden uitgezonden.

b
Hoe groot zal de kans zijn dat het preparaat gedurende 1 seconde 4000 deeltjes uitzendt?

ET-2
Drie studenten A, B en C bewonen samen een flat. Zij hebben de gewoonte om wekelijks te bepalen wie die week de afwas moet doen en het toilet schoon moet maken. Zij doen dat onder het genot van een biertje met de volgende procedure: Zij werpen met een zuivere munt tot er een keer ‘kop’ valt. Als dat op worpnummer
[image: image256.wmf]2, 4, 6,   

×××

 het geval is doet A de afwas de gehele week en maakt schoon; als dat op worpnummer
[image: image257.wmf]1, 3, 5,   
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 het geval is doet A het niet, maar werpen zij nog eens met de munt om uit te maken of B dan wel C het zal gaan doen die week. Bij ‘kop’ doet B het, bij ‘munt’ C.



Is dit een ‘eerlijke’ procedure? Dat wil zeggen: Hebben ze alledrie evenveel kans om de afwas die week te moeten doen en de schoonmaakwerkzaamheden die week op te moeten knappen?

ET-3
Op het platteland in één van de zuidelijke staten van Amerika bevindt zich  zomaar langs een weg een garagebedrijfje, zo’n 50 km van het dichtstbijzijnde stadje vandaan. Het bestaat uitsluitend van de verkoop van brandstof in het erbij gelegen tankstation en van reparaties aan auto’s van langsrijdende toeristen. Je hebt iets dergelijks vast wel eens in een film gezien of wellicht in werkelijkheid.


Gemiddeld komt er eens per maand een klant voor een reparatie die dan ook meteen gemiddeld een week duurt. (Meestal betreft het een flinke reparatie, waarvoor nieuwe onderdelen besteld, geleverd en geplaatst moeten worden).

a
Kies een geschikte tijdseenheid om mee te werken.

b
De kans is natuurlijk niet groot dat er een wachtrij ontstaat. Waarom niet?

c
Hoe lang is de gemiddelde wachtrij volgens de formule van paragraaf 8?

d
Verklaar het merkwaardige antwoord bij opdracht c.

ET-4
In een werkhaven in Rotterdam worden tankers, geladen met benzine, gelost. In verband met de veiligheidsvoorschriften mag er maar één tanker tegelijk in de haven aanwezig zijn. Als er eentje wordt gelost, dan moet de volgende buiten de haven wachten. Hij gaat dan buiten de Waterweg op de Noordzee voor anker liggen wachten. Gemiddeld arriveren er 10 tankers per week en er kunnen er per week 15 worden gelost. Ga ervan uit dat de tijd die het lossen van een tanker kost exponentieel is verdeeld. 


Schat hoeveel tankers er op de Noordzee zullen moeten wachten.
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