Voornaam ……………………… achternaam ……………………………………… klas …………
Het getal van Euler 
e-macht, natuurlijke logaritme en hun afgeleiden
1. Ik dacht vroeger: als je uit een vliegtuig valt, heb je bij een tijd van 0 seconde vallen een snelheid van … 0 m∙sec-1.
2. Bij 1 seconde zou het wel eens zo kunnen zijn dat je een snelheid van 1 m∙sec-1 had, bij 2 seconde een snelheid van 2 m∙sec-1, kortom bij een tijd x een snelheid van … x m∙sec-1.
3. Eigenlijk weet ik niet meer of ik misschien toch iets anders dacht: Bij een afstand van 0 meter vallen heb je een snelheid van 0 m∙sec-1. Bij een afstand van 1 meter zou het wel eens zo kunnen zijn dat je een snelheid van 1 m∙sec-1 zou kunnen hebben; bij 2 meter een snelheid van 2 m∙sec-1, enzovoort. Kortom bij een afstand van y m een snelheid van … y m∙sec-1.
4. Hoe zie je in de grafiek van de afstand tegen de tijd op een bepaald tijdstip (bij een bepaalde x-waarde) de snelheid? De snelheid is van de lijn bij die x-waarde de … afgeleide.
5. Waarom heeft y = ax + b maar één hellingsgetal? De helling is over de hele grafiek … constant,
6. want die grafiek is een … rechte lijn.
7. Als de grafiek niet recht is, moet je telkens opnieuw de helling bepalen. Dat doe je door telkens de toename van de y-waarde te delen door de toename van de … x-waarde.
8. Als je de formule van de lijn weet, kun je voor alle x-waarden de helling bepalen door de formule te… differentiëren.
9. Ik vond het wel grappig te horen dat Euler (een beroemd Zwitsers wiskundige uit de 18-de eeuw) zich misschien ook zoiets afvroeg als ik: Bestaat er een functie waarvan de afgeleide telkens gelijk is aan de functiewaarde? Met welke van de twee gedachten van mij komt dat overeen? Met die van opgave … 3. 

10. Je gaat proberen de vraag van Euler (waarschijnlijk anders dan dat hij het zelf gedaan heeft) op te lossen. Eerst eens kijken of ik er glad naast zat of niet: Voldoet de functie van de valversnelling s = ½ gt2 (waarin s = afgelegde weg; g = valversnelling; t = tijd) aan de eis dat de afgeleide gelijk is aan de y-waarde? Wat is de afgeleide van s = ½ gt2? De afgeleide is de snelheid v = … gt.
11. Op t = 0 is de afstand s = … 0 m.
12. en de snelheid v =… 0 m.sec-1.
13. Is dus bij t = 0 is voldaan aan de eis dat de afgeleide gelijk is aan de functiewaarde? ... Ja.
14. Dezelfde vragen voor t = 1, s = ½ g en v = g. Valt dat dus mee of tegen? ... tegen.
15. Ga door berekening na of er naast t = 0 een andere tijd t is waarvoor geldt de functiewaarde ½ gt2 = de afgeleide gt. Dan moet gelden:½ gt2 – gt = 0. Dat is een tweeterm. Die los je op door gt buiten haakjes te halen. Dan krijg je gt(… ½ t – 1) = 0
16. Dat levert naast t = 0 (die wist je al) zegge en schrijve slechts één t op waarvoor de eis geldt. Namelijk t =… 2.
17. Dat valt dus tegen. Dan gaan je nu proberen de vraag van Euler op te lossen. Teken een x-as en een y-as met dezelfde stapgrootte: acht hokjes op je roosterpapier is 1. Teken de y-as op de gewone plaats. Je gaat nog controleren of dat goed is.… zie figuur verderop
18. Bij y = 0 moet de helling gelijk zijn aan … ook nul.
19. Dat schiet niet echt op: want met een helling 0 kom je geen spat hoger. Het heeft iets van de tijd vóór de Big Bang. Of je zit maar te denken in je vliegtuig: zal ik springen of niet? Helling nul zal dus in je grafiek helemaal aan welke kant zijn? … Links, zeer negatief.
20. Teken dat in je grafiek. … Zie figuur 1.
21. Bij y = 1 moet de helling gelijk zijn aan… ook 1.
22. Hoe teken je een helling 1? De x-waarde en de y-waarde moeten even snel stijgen. Dus de helling wordt een lijn onder een hoek van … 45º.
23. Teken die helling in. Bij welke x-waarde weet je voorlopig niet. Wat die x-waarde is, gaan we achteraf vaststellen. Voor nu teken je het hellingslijnstuk een willekeurig stuk rechts van waar de helling nog 0 was. Maak het lijnstuk zo kort dat je niet te veel op het gebied komt van andere y-waarden dan y=1. Trek daarom het lijnstuk van twee hokjes onder y = 1 tot twee hokjes onder y = 1.

24. Bij y = 2 moet de helling gelijk zijn aan 2. Hoe teken je een helling 2? De toename van x = 1 en de toename van y = … 2.
25. Teken die helling in. In het verlengde van het voorgaande hellingslijnstuk. Maak het lijnstuk zo kort dat je niet te veel op het gebied komt van andere y-waarden dan y=2. Trek daarom het lijnstuk van twee hokjes onder y = 2 tot twee hokjes onder y = 1. … Zie figuur 1.
26. Dezelfde vragen voor y = 3 … Overeenkomstig figuur 1.
27. ook voor y = 4 … Overeenkomstig figuur 1.
28. En voor y = ½, ¼, ⅛. Maak het lijnstuk zo kort dat je niet te veel op het gebied komt van andere y-waarden dan y=2. Trek daarom het lijnstuk van een hokje onder y = ½ en ¼ tot een hokje onder y = ½ en ¼ resp. een half hokje onder y = 1/8   en een half hokje eronder. … Zie figuur 1 en 2. 
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29. Verbind de lijnstukken tot een vloeiende curve. Het kan zijn dat je de lijnstukken daartoe naar links of rechts moet verschuiven. Je weet immers nog niets van de x-waarden: je weet alleen dat y = y’. … Zie figuur 2.
30. Je gaat nu bedenken wat het functievoorschrift kan zijn. Kan f(x) = ax + b het juiste functievoorschrift zijn? Nee, want figuur 1 is geen … rechte lijn.
31. Als je op de vorm van de grafiek let, kan f(x) = ax2 + bx + c een juist functievoorschrift zijn? Nee, want figuur 1 is duidelijk geen … parabool.
32. Kan f(x) = a log(x) + b het juiste functievoorschrift zijn? Nee, want de grafiek van een log-functie stijgt steeds … minder stijl.
33. Kan dan f(x) = a√x + b het juiste functievoorschrift zijn? Nee ook de grafiek een wortelfunctie stijgt steeds … minder stijl.
34. Kan f(x) = ax3 het juiste functievoorschrift dan zijn? Nee, want die kan … ook negatief zijn.
35. Kan f(x) = ax het juiste functievoorschrift zijn? Ja, want die stijgt … steeds sterker. 
36. Geef nog een reden. Bij steeds kleinere waarden van x zijn de functiewaarden steeds … kleiner. 
37. Nu je gegokt hebt op een mogelijk functievoorschrift, kun je de y-as op de juiste plaats zetten. De y-as komt meestal op de plaats waar de x-waarde nul is. Waar, bij welke y-waarde, is de x-waarde 0? Bij y = a…0
38. = … 1
39. Teken door de x-waarde waar y = 1 de juiste y-as. … Zie figuur 2.
40. Teken met dezelfde stapgrootte als op de y-as, de x-waarden in op de x-as. Van x = -3 tot en met x = 2. … Zie figuur 2.
41. Je bent op zoek naar wat ax is. x is gewoon de x-waarde van dat “moment” zoals hij langs de x-as staat. Je moet alleen nog weten wat a is. Lees de y-waarden af uit figuur 2 bij de x-waarden die in de eerste kolom van de tabel onder figuur 2 staan en vul de rest van de tabel in:
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	x
	y aflezen in je eigen grafiek 
	dus
	uitwerking

	0
	1
	a0 = 1
	a0 is altijd 1. Dus a kan alles zijn. Dus … daar heb je niets aan.

	1
	… 2,9 (alle witte getallen zijn afgelezen uit figuur 2)
	a1 = … 2,9
	Dus a = 2,9. Klaar! Maar het is nauwkeurig a nog een paar keer te berekenen en dan te middelen:

	½ 
	… 1,7
	a1/2  = … 1,7 
	a = …1,72 = 2,89

	-1
	… 0,375
	a-1 = … 0,375
	a = … 0,375-1 = 2,66

	¼ 
	…1,25
	a1/4 = … 1,25
	a = … 1,254 = 2,44

	-2
	… 0,11
	a-2 =…  0,11
	a= … 0,11-1/2 = 3,0

	- ½   
	… 0,6
	a- ½ = 0,6
	a = …. 0,6-2 = 2,77

	1½ 
	… 4,75
	a3/2 = 4,75
	a = … 4,752/3 = 2,83


42. Je hebt nu zeven waarden van a die in principe gelijk zouden moeten zijn. Middel deze waarden van a. De gemiddelde waarde van a is … 2,78.
43. Euler heeft daar wel wat meer tijd en werk in gestoken en heeft zijn getal in vele decimalen bepaald. Zijn getal heeft de afkorting e gekregen en e zit met 9 decimalen in je rekenmachine: e = … 2,718281828
44. Bereken e-3, e-2½, e-2, e-1½, e-1, e- ½, e- ¼, e0, e ¼, e½, e1, e 1¼ en e1½ en vergelijk ze met de zo vloeiend mogelijke lijnstukkenlijn. … Zie figuur 2, de kruisjes.
45. Plot tot slot de grafiek van y = ex van x = -3 tot en met x = 4.

De algebraïsche benadering

46. Euler had geen rekenmachine. Jij kunt hem met je rekenmachine vlot overtroeven. Uitgangspunt is nog steeds y = y’. De definitie voor het differentiequotiënt is differentiequotiënt is y(x + ∆x) – y(x) gedeeld door … ∆x
47. en dit is gelijk aan y. Dus geldt y(x + ∆x) – y(x) = y ∆x. Er geldt y = ax. Dit invullen in de vorige gelijkheid levert: a(x+∆x) - ax = ax. ∆x. 
48. Omdat 22.23 = 25 mag je bij vermenigvuldigen van machten de exponenten … optellen.
49. Daarom mag je in de vergelijking a(x+∆x) schrijven als … ax . a∆x
50. De gelijkheid wordt dan: ax . a∆x ( ax = ax. ∆x. Hieruit kun je ax wegdelen. Dit levert … a∆x – 1 = ∆x. 
51. Oftewel (a∆x – 1)/∆x = 1. Hierin is ∆x een zeer klein getal bijvoorbeeld 0,0001.  Dit invullen levert … (a0,0001 – 1)/0,0001 = 1. 
52. Oftewel: (a0,0001 – 1) ( 10000 = 1. Hierin is a het gezochte getal. Je moet a dus als de variabele zien. (Wel wat verwarrend: een constante a zien als een variabele x). De variabele zit onder de x-knop. Onder de y-knop vul je in achter y1 het linker deel van de vergelijking: (x0,0001 – 1)(10000 en achter y2  het rechter deel van de vergelijking: 1. Je maakt de grafiek en met je rekenmachine vind je als x-waarde heel mooi … 2,7181459. Met nog kleinere ∆x vind je nog betere benaderingen van e. 
Toepassing
53. Dus wat heb je nu? Een curve waarvan de helling precies gelijk is aan de … functiewaarde.
54. Wat heb je hier nu aan? Heeft dit ook een concrete praktische betekenis? Ja, dit soort functies zal vóórkomen in scheikundige snelheidsvergelijkingen. De snelheid van een reactie is evenredig met de concentratie C. Door de reactie neemt de concentratie af. Door die concentratieafname neemt de reactiesnelheid ook af. De snelheid is de afgeleide van de concentratie: dCt/dt. Dus de concentratie en de afgeleide van de concentratie (de reactiesnelheid) zijn (op een constante factor na en een minteken) aan elkaar gelijk:  dCt/dt = -k∙Ct  De grafiek van de concentratie tegen de tijd heeft daarom de vorm Ct = C0 e-kt, een dalende e-macht (exponentiële functie) Plot y = e-x met venster [0;1] bij [0;5])… Zie rekenmachine. 
En nu andersom
55. Je kunt in figuur 2 op de y-as aflezen wat ex is bij een bepaalde x-waarde. Andersom zou je kunnen aflezen wat de x-waarde is bij een bepaalde waarde van… ex.
56. Van y terug naar x: Bijvoorbeeld ex is 4,25. In de grafiek lees je dan af dat x= … 1,4469
57. Weer heen naar ex: Controleer op je rekenmachine of dat klopt: kijk wat je met je antwoord op de vorige vraag moet doen om er weer 4,25 van te maken. e… 1,4469 = 4,2499
58. Terug naar x: Hoe moet je nu terug met de rekenmachine? Heen en terug zitten vaak op één knop. Welke letters staan er op de terugknop van ex? … LN
59. Gebruik deze knop om van 4,25 terug te gaan naar x. Op de display komt te staan ln(4,25) = … 1,4469
60. Dit betekent: de x die voldoet aan ex = 4,25 is … 1,4469
61. Er zijn vaste afspraken over de richting van de x-as en de y-as. De x-as is het gegeven; op de y-as staat het antwoord. Als je van de terugrekenfunctie een eigen grafiek wil maken, moet je de x-as en de y-as verwisselen. Doe dit met je grafiek door hem 90o rechtsom te draaien. De oude y-as wordt de nieuwe … x-as. 

62. Met de nieuwe y-as klopt iets niet: de nieuwe y-as heeft de grootste getallen naar  … beneden.
63. Dit krijg je goed door te spiegelen in de x-as. Dat kun je in werkelijkheid doen door het papier aan de achterzijde te bekijken. Is de nieuwe functie een stijgende of dalende functie? … Een stijgende functie.
Kan dat ook met de afgeleide?

64. De truc van Euler was in de oude grafiek dat y = dy/dx. Hoe zit dat in de nieuwe grafiek? Bekijk daartoe het punt (7,4;2) in de nieuwe grafiek. Dus (…; ….) in de oude grafiek. 

65. Bepaal de helling in punt (0,5;1,65) in de oude grafiek. Benader dy/dx met behulp van het punt (0,1). ∆y = 1,65 – 1 = 0,65; ∆x = 0,5. De helling dy/dx is dus ongeveer … 1,3
66. Als je precies hetzelfde doet in de nieuwe grafiek: Als je 0,65 deelt door 0,5, heb je niet een benadering van dy/dx, maar, omdat de x en de y as verwisseld zijn, van … dx/dy 
67. Daarom geldt in de nieuwe grafiek, analoog aan de oude grafiek waar 
dy/dx = y was, dx/dy =… x
68. Maar de afgeleide is dy/dx. Dat is de reciproke, het omgekeerde van dx/dy. Neem je in dx/dy = x van alles het omgekeerde dan krijg je in de nieuwe grafiek dy/dx= … 1/x
69. De afgeleide van de ln-functie is 1/x. 
En de primitieve van 1/x (als x > 0) is ln x (+  C)
70. Voluit heet de ln-functie de natuurlijke logaritme.
figuur 1


De ingetekende waarden bij y = 0; y=0,5; y=1 en y=2.
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figuur 2


De y-as bij x=0; vloeiende curve getrokken; y-waarden bij diverse x-waarden afleesbaar; getal e is te bepalen











( Wiskunde met de vingers – H. Jorna
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